
1 Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà

Â ýòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ
íå÷åòêîé òåîðèè ìíîæåñòâ.

Ïóñòü X, Y , è Z îáîçíà÷àþò íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Ïî óìîë÷àíèþ I
îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.0.1. Íå÷åòêîå ìíîæåñòâî X � ýòî îòîáðàæå-
íèå èç X â [0, 1]. Ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ X îáîçíà÷àþò
FP(X).

Îïðåäåëåíèå 1.0.2. Ïóñòü µ ∈ FP(X). Òîãäà ìíîæåñòâî
{µ(x) | x ∈ X} íàçûâàåòñÿ îáðàçîì µ è îáîçíà÷àåòñÿ µ(X) èëè Im(µ).
Ìíîæåñòâî {x | x ∈ X,µ(x) > 0} íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì µ è îáîçíà÷à-
åòñÿ µ∗.

Â ÷àñòíîñòè µ íàçûâàþò êîíå÷íûì íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì, åñëè µ∗

� êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è áåñêîíå÷íûì íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì, åñëè µ∗ �
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.0.3. Ïóñòü Y ⊆ X è a ∈ [0, 1]. Îáîçíà÷èì aY ∈
∈ FP(X). Òîãäà:

aY (x) =

{
a, ∀x ∈ Y
0, ∀x ∈ X\Y.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Y ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà {y}, òî a{y} íàçûâà-
åòñÿ íå÷åòêîé òî÷êîé (èëè íå÷åòêèì ñèíãëòîíîì), è îáîçíà÷àåòñÿ ya.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1Y õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Y . Åñëè S � ìíî-
æåñòâî íå÷åòêèõ òî÷åê, òî íèæíÿÿ ãðàíèöà foot(S) = {y ∈ X | ya ∈ S}.

Îïðåäåëåíèå 1.0.4. Ïóñòü µ, ν ∈ FP(X). Åñëè µ(x) 6 ν(x) ∀x ∈
∈ X, òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî µ ñîäåðæèòñÿ â ν (èëè ν ñîäåðæèò µ), è çà-
ïèñûâàþò µ ⊆ ν (èëè ν ⊇ µ). Åñëè µ ⊆ ν è µ ̸= ν, òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî
µ ñîáñòâåííî ïðèíàäëåæèò ν, (èëè ν ñîáñòâåííî ñîäåðæèò µ) è ïèøóò
µ ⊂ ν (èëè ν ⊃ µ).

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ⊆ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷à-
ñòè÷íîãî ïîðÿäêà â FP(X).

Îïðåäåëåíèå 1.0.5. Ïóñòü µ, ν ∈ FP(X). Îïðåäåëèì µ ∪ ν è µ ∩
∩ ν ∈ FP(X) ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

(µ ∪ ν)(x) = µ(x) ∨ ν(x), ∀x ∈ X
(µ ∩ ν)(x) = µ(x) ∧ ν(x), ∀x ∈ X

Âûðàæåíèÿ µ ∪ ν è µ ∩ ν íàçûâàþòñÿ îáúåäèíåíèåì è ïåðåñå÷åíèåì
ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ëþáîãî íàáîðà {µi | i ∈ I} èç íå÷åòêîãî ïîäìíîæåñòâà X, ãäå I
ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ, òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ∪i∈Iµi è
òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ∩i∈Iµi çàäàåòñÿ ∀x ∈ X ñîîòâåòñòâåííî:

(∪i∈Iµi)(x) = ∨i∈Iµi(x),
(∩i∈Iµi)(x) = ∧i∈Iµi(x).
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Îïðåäåëåíèå 1.0.6. Ïóñòü µ, ν ∈ FP(X). Äëÿ a ∈ [0, 1] îïðåäåëèì
µa = {x | x ∈ X, µ(x) > a}. Òîãäà µa íàçûâàåòñÿ a-ñå÷ååíèåì (a-óðîâíåì)
íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà µ.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ µ, ν ∈ FP(X),
1) µ ⊆ ν, a ∈ [0, 1] ⇒ µa ⊆ νa,
2) a 6 b, a, b ∈ [0, 1] ⇒ µb ⊆ µa,
3) µ = ν ⇔ µa = νa ∀a ∈ [0, 1].
Ñëåäóþùèå òåîðåìû îïèñûâàþò îñíîâíûå ñâîéñòâà a-ñå÷åíèÿ íå÷åò-

êîãî ìíîæåñòâà.
Òåîðåìà 1.0.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {µi | i ∈ I} ⊆ FP(X). Òîãäà

äëÿ ëþáîãî a ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî:
1) ∪i∈I(µi)a ⊆ (∪i∈Iµi)a,
2) ∪i∈I(µi)a ⊆ (∪i∈Iµi)a.

Êðîìå òîãî, åñëè I êîíå÷íî, òî ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîå ðàâåíñòâî â 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò èç îïðåäå-

ëåíèÿ.
Òåîðåìà 1.0.8. Ïóñòü µ ∈ FP(X) è {ai | i ∈ I} íåïóñòîå ïîäìíî-

æåñòâî îòðåçêà [0, 1].Ïóñòü b = ∧i∈Iai è c = ∨i∈Iai. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ∪i∈Iµai ⊆ µb,
2) ∩i∈Iµai = µc.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû òàêæå ñëåäóåò èç

îïðåäåëåíèÿ.
Òåîðåìà 1.0.9. Ïóñòü µ ∈ FP(X). Òîãäà µ = ∪a∈[0,1]aµa

= ∪
∪a∈µ(X)aµa

.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ X. Òîãäà: (∪a∈[0,1]aµa

)(x) = ∨
∨a∈[0,1]aµa

(x) = ∨{a ∈ [0, 1] | a 6 µ(x)} = µ(x). Òàêèì îáðàçîì µ = ∪
∪a∈[0,1]aµa

. Òî÷íî òàê æå µ = ∪a∈µ(X)aµa
.

Îïðåäåëåíèå 1.0.10. Ïóñòü I � íåïóñòîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ,
è {Xi | i ∈ I} � ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü X � ýòî äåêàð-
òîâî ïðîèçâåäåíèå, à èìåííî:

X =
∏
i∈I

Xi = {(xi)i∈I | xi ∈ Xi, i ∈ I}

Ïóñòü µi ∈ FP(Xi) äëÿ âñåõ i ∈ I. Îïðåäåëèì íå÷åòêîå ïîäìíîæå-
ñòâî µ èç X êàê µ(x) = ∧i∈Iµi(xi) ∀x = (xi)i∈I ∈ X. Òîãäà µ íàçûâàåòñÿ
ïîëíûì ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì è îáîçíà÷àåòñÿ

µ =
∼∏
i∈I

µi.

Åñëè I = {1, 2, . . . , n} òîãäà:

X =
∏
i∈I

Xi = X1 ×X2 × . . .×Xn =

= {(x1, x2, . . . , xn) | xi ∈ Xi, i = 1, 2, . . . , n}.
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Áóäåì îáîçíà÷àòü:

µ =
∼∏
i∈I

µi = µ1⊗̃µ2⊗̃ . . . ⊗̃µn.

ßñíî, ÷òî åñëè µi, νi ∈ FP(Xi), ïðè óñëîâèè µi ⊆ νi ∀i ∈ I, òî:
∼∏
i∈I

µi ⊆
∼∏
i∈I

νi.

Îïðåäåëåíèå 1.0.11. (Ïðèíöèï ðàñøèðåíèÿ) Ïóñòü f � ôóíêöèÿ,
äåéñòâóþùàÿ èç X â Y , è ïóñòü µ ∈ FP(X) è ν ∈ FP(Y ). Îïðåäåëèì
íå÷åòêèå ïîäìíîæåñòâà f(µ) ∈ FP(Y ) è f−1(ν) ∈ FP(X) ∀y ∈ Y :

f(µ)(y) =

{
∨{µ(x) | x ∈ X, f(x) = y}, åñëè f−1(y) ̸= 0
0, â èíîì ñëó÷àå

è äëÿ ëþáîãî x ∈ X:
f−1(ν)(x) = ν(f(x)).

Òîãäà f(µ) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ôóíêöèè f , f−1(ν) íàçûâàåòñÿ ïðî-
îáðàçîì ôóíêöèè f .

Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè 1.0.11, âåðõíÿÿ ãðàíü ïóñòîãî ìíîæåñòâà
ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì.

Òåîðåìà 1.0.12. Ïóñòü äàíû ôóíêöèÿ f , äåéñòâóþùàÿ èç X â Y è
ôóíêöèÿ g, äåéñòâóþùàÿ èç Y â Z. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ:

1) äëÿ âñåõ µi ∈ FP(X), i ∈ I, f(∪i∈Iµi) = ∪i∈If(µi) è òàêèì îáðà-
çîì

µ1 ⊆ µ2 ⇒ f(µ1) ⊆ f(µ2) ∀µ1, µ2 ∈ FP(X);

2) äëÿ âñåõ νj ∈ FP(Y ), j ∈ J , ãäå J � ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ,

f−1(∪j∈Jνj) = ∪j∈Jf
−1(νj),

f−1(∩j∈Jνj) = ∩j∈Jf
−1(νj),

è ïîýòîìó ν1 ⊆ ν2 ⇒ f−1(ν1) ⊆ f−1(ν2) ∀ν1, ν2 ∈ FP(Y );
3) f−1(f(µ)) ⊇ µ ∀µ ∈ FP(X). Â ÷àñòíîñòè, åñëè f � èíúåêöèÿ,

òî
f−1(f(µ)) = µ ∀µ ∈ FP(X).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî µ 7→ f(µ) èíúåêöèÿ èç FP(X) â FP(Y ) è ν 7→ f−1(ν)
ñþðüåêöèÿ èç FP(Y ) â FP(X);

4) f(f−1(ν)) ⊆ ν ∀ν ∈ FP(Y ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè f � ñþðúåêöèÿ,
òîãäà

f(f−1(ν)) = ν ∀ν ∈ FP(Y ).

Ïîýòîìó µ 7→ f(µ) ñþðúåêöèÿ èç FP(X) â FP(Y ) è ν 7→ f−1(ν) èíúåê-
öèÿ èç FP(Y ) â FP(X);

5) f(µ) ⊆ ν ⇔ µ ⊆ f−1(ν) ∀µ ∈ FP(X) è ∀ν ∈ FP (Y ).
6) g(f(µ)) = (g◦f)(µ) ∀µ ∈ FP(X) è f−1(g−1(ξ)) = (g◦f)−1(ξ) ∀ξ ∈

∈ FP(Z).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ðàñøèðåíèÿ îïðåäåëå-
íèÿ 1.0.11 è îïðåäåëåíèåì 1.0.5. Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé
1) è 2) ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 3), äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì ëþáîå µ ∈ FP(X).
Òîãäà f−1(f(µ))(x) = f(µ)(f(x)) = ∨{µ(x′) | x′ ∈ X, f(x′) = f(x)} ⊇
⊇ µ(x) ∀x ∈ X.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f èíúåêöèÿ, òîãäà: f−1(f(µ))(x) = ∨{µ(x′) | x′ ∈
∈ X, f(x′) = f(x)} = µ(x) ∀x ∈ X. Óòâåðæäåíèå 3) äîêàçàíî.

Äîêàæåì 4), âîçüì¼ì ëþáîå ν ∈ FP(Y ). Òîãäà
f(f−1(ν))(y) = ∨{f−1(ν)(x) | x ∈ X, f(x) = y} =

= ∨{ν(f(x)) | x ∈ X, f(x) = y} =

=

{
ν(y), y ∈ f(X)
0, y /∈ f(X)

6 ν(y) ∀y ∈ Y.

Òàêèì îáðàçîì f(f−1(ν))(y) = ν(y) ∀y ∈ Y , åñëè f � ñþðúåêöèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 4) äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 5) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé 1) - 4).
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 6), äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì µ ∈ FP(X) è z ∈

∈ Z. Òîãäà g(f(µ))(z) = ∨{f(µ)(y) | y ∈ Y, g(y) = z} = ∨{∨{µ(x) | x ∈
∈ X, f(x) = y} | y ∈ Y, g(y) = z} = ∨{µ(x) | x ∈ X, (g ◦ f)(x) = z} =
= (g ◦ f)(µ)(z) ∀z ∈ Z.

Çàòåì äëÿ âñåõ ξ ∈ FP(Z) è ∀x ∈ X, ((g ◦f)−1(ξ))(x) = ξ(g(f(x))) =
= g−1(ξ)(f(x)) = f−1(g−1(ξ))(x).
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