
2 Íå÷åòêèå ïîäãðóïïû

Ïóñòü G ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà ñ áèíàðíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé îïåðà-
öèåé è åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì e. ×òîáû îïðåäåëèòü ïîíÿòèå íå÷åòêîé ïîä-
ãðóïïû è èññëåäîâàòü åå ñâîéñòâà, ââåäåì íåêîòîðûå îïåðàöèè íà íå÷åòêîì
ïîäìíîæåñòâå ãðóïïû G â òåðìèíàõ ãðóïïîâûõ îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 2.0.13. Îïðåäåëèì áèíàðíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ îïåðà-
öèþ ¾◦¿ íà FP(G) è îáðàòíóþ îïåðàöèþ −1íà FP(G) òàêèì îáðàçîì,
÷òî ∀µ, ν ∈ FP(G) è ∀x ∈ G, (µ ◦ ν)(x) = ∨{µ(y) ∧ ν(z) | y, z ∈ G, yz =
= x} è µ−1(x) = µ(x−1). Áóäåì íàçûâàòü µ◦ν ïðîèçâåäåíèåì µ è ν, à µ−1

îáðàòíûì ýëåìåíòîì.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ¾◦¿ â îïðåäåëåíèè 2.0.13

àññîöèàòèâíà.
Òåîðåìà 2.0.14. Ïóñòü µ, ν, µi ∈ FP(G), i ∈ I. Ïóñòü a = ∨

∨{µ(x) | x ∈ G}. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) (µ ◦ ν)(x) = ∨y∈G(µ(y) ∧ ν(y−1x)) = ∨y∈G(µ(xy

−1) ∧ ν(y)) ∀x ∈ G;
2) (ay ◦ µ)(x) = µ(y−1x) ∀x, y ∈ G;
3) (µ ◦ ay)(x) = µ(xy−1) ∀x, y ∈ G;
4) (µ−1)−1 = µ;
5) µ ⊆ µ−1 ⇔ µ−1 ⊆ µ ⇔ µ = µ−1 ⇔ µ(x) 6 µ(x−1) ∀x ∈ G ⇔

µ(x−1) 6 µ(x)∀x ∈ G ⇔ µ(x) = µ(x−1) ∀x ∈ G
6) µ ⊆ ν ⇔ µ−1 ⊆ ν−1;
7) (∪i∈I)

−1 = ∪i∈Iµ
−1
i ;

8) (∩i∈I)
−1 = ∩i∈Iµ

−1
i ;

9) (µ ◦ ν)−1 = ν−1 ◦ µ−1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà ìîæåò áûòü ëåãêî äîêàçàíà, åñëè ïðè-

ìåíèòü îïðåäåëåíèÿ, îïèñàííûå ðàíåå. Ïîýòîìó åå äîêàçàòåëüñòâî îïóñêà-
åì.

Îïðåäåëåíèå 2.0.15. Ïóñòü µ ∈ FP(G). Òîãäà µ íàçûâàåòñÿ
íå÷åòêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè:

1) µ(xy) > µ(x) ∧ µ(y) ∀x, y ∈ G;
2) µ(x−1) > µ(x) ∀x ∈ G.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç F(G) ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû

G. Ïîëîæèì µ∗ = {x ∈ G | µ(x) = µ(e)}, µ ∈ FP(G) è íàïîìíèì, ÷òî èç
îïðåäåëåíèÿ 1.0.2, µ∗ ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì µ. Åñëè µ ∈ FP(G) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ 1) èç îïðåäåëåíèÿ 2.0.15, òîãäà µ(xn) > µ(x) ∀x ∈ G, ãäå n ∈ N.
Êðîìå òîãî, µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2) èç îïðåäåëåíèÿ 2.0.15 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ(xy−1) > µ(x) ∧ µ(y) ∀x, y ∈ G.

Çàìå÷åíèå 2.0.16. Åñëè µ ∈ F(G) è H ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òîãäà
µ|H ∈ F(H).

Ëåììà 2.0.17. Ïóñòü µ ∈ F(G). Òîãäà ∀x ∈ G ñïðàâåäëèâû äâà
óòâåðæäåíèÿ:

1) µ(e) > µ(x);
2) µ(x) = µ(x−1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ G. Òîãäà:
1) µ(e) = µ(xx−1) > µ(x) ∧ µ(x−1) > µ(x) ∧ µ(x) = µ(x).
2) µ(x) = µ((x−1)−1) > µ(x−1) > µ(x).
Îòñþäà µ(x) = µ(x−1).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè µ � ýòî íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è x, y ∈ G

òàê, ÷òî µ(x) ̸= µ(y), òîãäà µ(xy) = µ(x) ∧ µ(y): äîïóñòèì µ(x) > µ(y).
Òîãäà µ(y) = µ(x−1xy) > µ(x−1) ∧ µ(xy) = µ(x) ∧ µ(xy).

Òàêèì îáðàçîì, µ(y) > µ(x) ∧ µ(xy) è çíà÷èò µ(x) > µ(y), îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî µ(y) > µ(xy) > µ(x) ∧ µ(y) = µ(y). Òàêèì îáðàçîì, µ(xy) =
= µ(x)∧µ(y). Ïîäîáíûé àðãóìåíò ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñëó÷àÿ µ(y) >
> µ(x).

Ëåììà 2.0.18. Ïóñòü µ ∈ F(G). Òîãäà µ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêîé ïîä-
ãðóïïîé ãðóïïû G òîãäà òîëüêî òîãäà, êîãäà µa � ïîäãðóïïà ãðóïïû G
∀a ∈ µ(G) ∪ {b ∈ [0, 1] | b 6 µ(e)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ � ýòî íå÷¼òêàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G è ïóñòü a ∈ µ(G). Çàòåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ(e) > µ(x) ∀x ∈
∈ G, e ∈ µa. Òàêèì îáðàçîì µa ̸= 0. Ïóñòü x, y ∈ µa. Òîãäà µ(x) > a è
µ(y) > a. Òàê êàê µ � ýòî íå÷¼òêàÿ ïîäãðóïïà, òî µ(xy−1) > µ(x)∧ µ(y) >
> a∧a = a. Îòñþäà xy−1 ∈ µa è òàêèì îáðàçîì µa � ýòî ïîäãðóïïà ãðóïïû
G. Àíàëîãè÷íî, åñëè a 6 µ(e), òîãäà òî÷íî òàê æå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî µa

� ýòî ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî µa � ýòî ïîäãðóïïà ãðóïïû G ∀a ∈

∈ µ(G) ∪ {b ∈ [0, 1] | b 6 µ(e)}. Òîãäà ∀a ∈ µ(G) äîëæíî ñóùåñòâîâàòü
e ∈ µa èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî µ(e) > a. Ïóñòü x, y ∈ G è ïóñòü µ(x) = a
è µ(y) = a. Ïóñòü c = a ∧ b. Òîãäà x, y ∈ µc è c 6 µ(e). Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïðåäïîëîæåíèåì, µc ïîäãðóïïà ãðóïïû G è òàêèì îáðàçîì xy−1 ∈ µa.
Îòñþäà µ(xy−1) > c = a∧ b = µ(x)∧µ(y). Ñëåäîâàòåëüíî µ � ýòî íå÷¼òêàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Ñëåäóþùèå òðè ðåçóëüòàòà ìîãóò áûòü äîêàçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàííåå ââåäåííûõ ïîíÿòèé.

Ñëåäñòâèå 2.0.19. Åñëè µ ∈ F(G), òîãäà µ∗ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
G.

Òåîðåìà 2.0.20. Åñëè µ ∈ F(G), òîãäà µ∗ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé G.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b ∈ µ∗. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

äâà óñëîâèÿ:
1) ab ∈ µ∗;
2) a−1 ∈ µ∗.
Òàêèì îáðàçîì:
1) µ(ab) > µ(a) ∧ µ(b) > 0 ⇒ µ(ab) > 0 ⇒ µ(ab) ∈ µ∗;
2) µ(a−1) = µ(a) = µ(e) > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, µ∗ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.
Òåîðåìà 2.0.21. Ïóñòü µ ∈ FP(G). Òîãäà µ ∈ F(G) òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà µ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) µ ◦ µ ⊆ µ;
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2) µ−1 ⊆ µ ( èëè µ−1 ⊇ µ, èëè µ−1 = µ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ ∈ F(G). Òîãäà: 1) (µ ◦ µ)(x) = ∨{µ(y) ∧

∧ µ(z) | x = yz}, µ(yz) > µ(y) ∧ µ(z).
Ñëåäîâàòåëüíî (µ ◦ µ)(x) = µ(x), à çíà÷èò µ ◦ µ ⊆ µ.
Óòâåðæäåíèå 2) äîêàçûâàåòñÿ èç óñëîâèÿ µ−1(x) = µ(x−1) è ïî òåî-

ðåìå 2.0.14.
Òåîðåìà 2.0.22. Ïóñòü µ, ν ∈ F(G). Òîãäà µ ◦ ν ∈ F(G) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà µ ◦ ν = ν ◦ µ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ ◦ ν ∈ F(G), òîãäà µ ◦ ν =

= µ−1 ◦ ν−1 = (ν ◦ µ)−1 = ν ◦ µ.
Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ ◦ ν = ν ◦ µ. Òîãäà:
(µ◦ν)−1 = (ν◦µ)−1 = µ−1◦ν−1 = µ◦ν è (µ◦ν)◦(µ◦ν) = µ◦(ν◦µ)◦ν =

= µ ◦ (µ ◦ ν) ◦ ν = (µ ◦ µ) ◦ (ν ◦ ν) ⊆ µ ◦ ν.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.0.21, µ ◦ ν ∈ F(G).
Îïðåäåëåíèå 2.0.23. Ïóñòü µ ∈ F(G) è ⟨µ⟩ = ∩{ν | µ ⊆ ν, ν ∈

∈ F(G)}. Òîãäà ⟨µ⟩ íàçûâàåòñÿ íå÷åòêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G ïîðîæ-
äåííîé µ.

ßñíî, ÷òî ⟨µ⟩ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé íå÷åòêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G,
ñîäåðæàùåé µ. Äàëåå ïðåäñòàâèì äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ⟨µ⟩. Îïðåäå-
ëèì µ1 = µ è µn = µn−1 ◦ µ ∀n ∈ N , n > 1.
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