
3 Íîðìàëüíûå íå÷¼òêèå ïîäãðóïïû

Ïîíÿòèå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû � îäíî èç öåíòðàëüíûõ ïîíÿòèé
êëàññè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï. Ýòî ïîíÿòèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâà-
íèè îáùåé ñòðóêòóðû ãðóïï. Òî÷íî òàê æå, êàê è íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà,
íîðìàëüíàÿ íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà èãðàåò ïîäîáíóþ ðîëü â òåîðèè íå÷åòêèõ
ïîäãðóïï.

Òåîðåìà 3.0.24. Ïóñòü µ ∈ FP(G). Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) µ(yx) = µ(xy) ∀x, y ∈ G; â ýòîì ñëó÷àå, µ íàçûâàþò àáåëåâûì
íå÷¼òêèì ïîäìíîæåñòâîì;

2) µ(xyx−1) = µ(y) ∀x, y ∈ G;
3) µ(xyx−1) > µ(y) ∀x, y ∈ G;
4) µ(xyx−1) 6 µ(y) ∀x, y ∈ G;
5) µ ◦ ν = ν ◦ µ ∀ν ∈ FP(G).
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2): Ïóñòü x, y ∈ G. Òîãäà µ(xyx−1) = µ(x−1 ·

· xy) = µ(y).
2) ⇒ 3): Î÷åâèäíî.
3) ⇒ 4): µ(xyx−1) 6 µ(x−1 · xyx−1 · (x−1)−1) = µ(y) ∀x, y ∈ G.
4) ⇒ 1): Ïóñòü x, y ∈ G. Òîãäà µ(xy) = µ(x · yx · x−1) 6 µ(xy) = µ(y ·

· xy · y−1) 6 µ(xy). Ñëåäîâàòåëüíî µ(xy) = µ(yx).
1) ⇒ 5): Ïóñòü x ∈ G. Òîãäà (µ ◦ ν)(x) = ∨y∈G{µ(xy−1) ∧ ν(y)} = ∨

∨y∈G{µ(y−1x) ∧ ν(y)} = (ν ◦ µ)(x). Ñëåäîâàòåëüíî µ ◦ ν = ν ◦ µ.
5) ⇒ 1): Ïóñòü 1{y−1} ◦ µ = µ ◦ 1{y−1} ∀y ∈ G. Òàêèì îáðàçîì (1{y−1} ◦

µ)(x) = (µ◦1{y−1})(x)∀x, y ∈ G. Ñëåäîâàòåëüíî µ(yx) = µ(xy)∀x, y ∈ G.
Îïðåäåëåíèå 3.0.25. Ïóñòü µ ∈ F(G). Òîãäà µ íàçûâàåòñÿ íîð-

ìàëüíîé íå÷¼òêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G , åñëè µ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé
íå÷¼òêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Åñëè µ, ν ∈ F(G) è ñóùåñòâóåò u ∈ G òàêîå, ÷òî µ(x) =
= ν(uxu−1) ∀x ∈ G, òîãäà µ è ν íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûìè íå÷¼òêèìè
ïîäãðóïïàìè (ïîñðåäñòâîì u) è ïèøóò µ = νu, ãäå νu(x) = ν(uxu−1) ∀x ∈
∈ G.

ßñíî, ÷òî 1G è 1{e} ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè íå÷¼òêèìè ïîäãðóïïàìè
ãðóïïûG. ÅñëèG� êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, òî êàæäàÿ íå÷¼òêàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé. Íå÷¼òêàÿ ïîäãðóïïà µ ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ = µz ∀z ∈ G.

Òåîðåìà 3.0.26. Ïóñòü µ ∈ FP(G). Òîãäà µ ∈ NF(G) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà µa ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé íå÷¼òêîé ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû G ∀a ∈ µ(G) ∪ {b ∈ [0, 1] | b 6 µ(e)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ ∈ NF(G). Ïóñòü a ∈ µ(G)∪
∪ {b ∈ [0, 1] | b 6 µ(e)}. Ïîñêîëüêó µ ∈ F(G), òî µa ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
íå÷¼òêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Åñëè x ∈ G è y ∈ µa, òî èç òåîðåìû 3.0.24
ñëåäóåò, ÷òî µ(xyx−1) = µ(y) > a. Òàêèì îáðàçîì xyx−1 ∈ µa. Ñëåäîâà-
òåëüíî, µa ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé íå÷¼òêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.
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Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî µa ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé íå÷¼òêîé ïîä-
ãðóïïîé ãðóïïû G ∀a ∈ µ(G)∪{b ∈ [0, 1] | b 6 µ(e)}. Ñîãëàñíî ëåììå 2.0.18
èìååì, ÷òî µ ∈ F(G). Ïóñòü x, y ∈ G è a = µ(y). Òîãäà y ∈ µa è òî-
ãäà xyx−1 ∈ µa. Ñëåäîâàòåëüíî µ(xyx−1) > a = µ(y). ×òî óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ 3) èç òåîðåìû 3.0.24. À çíà÷èò µ ∈ NF(G).

Òåîðåìà 3.0.27. Ïóñòü µ ∈ NF(G). Òîãäà µ∗ è µ∗ � íîðìàëüíûå
íå÷¼òêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó µ ∈ F(G), èç ëåììû 2.0.18 ñëåäóåò, ÷òî
µ∗ è µ∗ � ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Ïóñòü x ∈ G è y ∈ µ∗. Ïîñêîëüêó µ óäî-
âëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ 2) òåîðåìû 3.0.24, èìååì µ(xyx−1) = µ(y) = µ(e)
è òàêèì îáðàçîì xyx−1 ∈ µ∗. Ñëåäîâàòåëüíî, µ∗ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé ãðóïïû G. Ïóñòü x ∈ G è y ∈ µ∗. Ïîñêîëüêó µ óäîâëåòâîðÿåò
óòâåðæäåíèþ 2) òåîðåìû 3.0.24, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî µ(xyx−1) = µ(y) >
> 0 è òàê xyx−1 ∈ µ∗. Ïîýòîìó µ∗ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû G.

Ïðèìåð 3.0.28. Îáðàòíàÿ òåîðåìà òåîðåìå 3.0.27 íå âåðíà, êàê
ìîæíî çàìåòèòü â ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Ïóñòü G ãðóïïà, à H ïîäãðóï-
ïà ýòîé ãðóïïû, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé. Îïðåäåëèì íå÷¼òêîå
ïîäìíîæåñòâî µ ãðóïïû G, ïðè êîòîðîì µ(e) = 1, µ(x) = 1

2 åñëè x ∈
∈ H\{e}, è µ(x) = 1

4 åñëè x ∈ G\H. Òîãäà µ � ýòî íå÷¼òêàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G, ò.ê. åãî ìíîæåñòâà óðîâíÿ ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G.
Óðîâåíü µ1

2
= H íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì â G. Ñëåäîâàòåëüíî, µ íå ÿâ-

ëÿåòñÿ íîðìàëüíîé íå÷¼òêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Îäíàêî óðîâíè µ∗ = e
è µ∗ = G ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè â G.

Òåîðåìà 3.0.29. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ ∈ F(G). Ïóñòü N(µ) =
= {x | x ∈ G, µ(xy) = µ(yx) ∀y ∈ G}. Òîãäà N(µ), µ|N(µ) íîðìàëüíûå
íå÷¼òêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû N(µ).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî e ∈ N(µ). Ïóñòü x, y ∈ N(µ). Äëÿ ëþáî-
ãî z ∈ G, âèäèì, ÷òî µ(xy−1 ·z) = µ(x ·y−1z) = µ(y−1z ·x) = µ(x−1z−1 ·y) =
= µ(y · x−1z−1) = µ(z · xy−1). Òàêèì îáðàçîì xy−1 ∈ N(µ). Ñëåäîâàòåëüíî,
N(µ) ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Èç çàìå÷àíèÿ 2.0.16 ñëåäóåò, ÷òî µ|N(µ) ∈ F(N(µ)) è µ|N(µ)(xy) =
= µ|N(µ)(yx) ∀x, y ∈ N(µ). Òàêèì îáðàçîì µ|N(µ) ∈ NF(N(µ)).

ÏîäãðóïïàN(µ) ãðóïïû G, îïðåäåëåííàÿ â òåîðåìå 3.0.29 íàçûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì µ â ãðóïïå G.

Òåîðåìà 3.0.30. Ïóñòü ν ∈ F(G). Òîãäà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
{νu|u ∈ G} ðàâíà èíäåêñó [G : N(ν)] íîðìàëèçàòîðà N(ν) â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u, v ∈ G. Òîãäà: νu = νv ⇔ ν(uxu−1) =
= ν(vxv−1) ∀x ∈ G ⇔ ν(uv−1 · x) = ν(x · uv−1) ∀x ∈ G ⇔ uv−1 ∈
∈ N(ν) ⇔ u−1N(ν) = v−1N(ν). Òàêèì îáðàçîì, νu 7→ u−1N(ν) åñòü áè-
åêöèÿ èç {νu | u ∈ G} â {uN(ν) | u ∈ G}.

Ïóñòü µ ∈ F(G) è x ∈ G. Íå÷åòêèå ïîäìíîæåñòâà µ(e){x} ◦ µ è µ ◦
µ(e){x} îòíîñÿòñÿ ê ëåâîìó êëàññó è ïðàâîìó êëàññó µ îòíîñèòåëüíî x, è
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çàïèñûâàþòñÿ êàê xµ è µx, ñîîòâåòñòâåííî. Èç òåîðåìû 3.0.24 èçâåñòíî,
÷òî, åñëè µ ∈ NF(G), òî ëåâûé êëàññ xµ � ýòî ïðàâûé êëàññ µx. Òàêèì
îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êðàòêîñòè ãîâîðÿò xµ êëàññ.

Òåîðåìà 3.0.31. Ïóñòü µ ∈ F(G). Òîãäà ∀x, y ∈ G ñïðàâåäëèâî:
1) xµ = yµ ⇔ xµ∗ = yµ∗;
2) µx = µy ⇔ µ∗x = µ∗y.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xµ = yµ. Òîãäà µ(e){x} ◦ µ =

= µ(e){y} ◦ µ, ÷òî îçíà÷àåò µ(x−1z) = µ(y−1z) ∀z ∈ G. Âûáåðåì z = y, ÷òî
äà¼ò µ(x−1y) = µ(y−1y) = µ(e) è òàêèì îáðàçîì x−1y ∈ µ∗. Ñëåäîâàòåëüíî
xµ∗ = yµ∗. Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî xµ∗ = yµ∗. Òîãäà x−1y ∈ µ∗ è
y−1x ∈ µ∗. Ñëåäîâàòåëüíî µ(x−1z) = µ(x−1y · y−1z) > µ(x−1y) ∧ µ(y−1z) =
= µ(e) ∧ µ(y−1z) = µ(y−1z)∀z ∈ G. Àíàëîãè÷íî, µ(y−1z) > µ(x−1z) ∀z ∈
∈ G. Ïîýòîìó µ(x−1z) = µ(y−1z) ∀z ∈ G, ÷òî ïîêàçûâàåò, ÷òî xµ = yµ.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è óòâåðæäåíèå 2) òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.0.32. Ïóñòü µ ∈ NF(G) è x, y ∈ G. Åñëè xµ = yµ,
òîãäà µ(x) = µ(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xµ = yµ. Ïî òåîðåìå 3.0.31,
x−1y ∈ µ∗ è y−1x ∈ µ∗. Òàê êàê µ ∈ NF(G), òî ýòî çíà÷èò, ÷òî µ(x) =
= µ(y−1xy) > µ(y−1x) ∧ µ(y) = µ(e) ∧ µ(y) = µ(y).

Àíàëîãè÷íî, µ(y) > µ(x) è ïîýòîìó µ(x) = µ(y).
Ïóñòü µ ∈ NF(G), ðàññìîòðèì G/µ = {xµ|x ∈ G}. Òîãäà G/µ ÿâëÿ-

åòñÿ ãðóïïîé è íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ãðóïïîé ïî íîðìàëüíîé íå÷åòêîé ïîä-
ãðóïïå µ.

Òåîðåìà 3.0.33. Ïóñòü µ ∈ NF(G). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

1) (xµ) ◦ (yµ) = (xy)µ ∀x, y ∈ G;
2) G/µ ∼= G/µ∗;
3) ïóñòü µ(∗) ∈ FP(G/µ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê µ(∗)(xy) = µ(x) ∀x ∈ G.

Òîãäà µ(∗) ∈ NF(G/µ).
Òåîðåìà 3.0.34. Ïóñòü ν ∈ F(G) è N íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-

ïû G. Îïðåäåëèì ξ ∈ FP(G/N) ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì ξ(xN) = ∨
∨{ν(z)|z ∈ xN} ∀x ∈ G. Òîãäà ξ ∈ F(G/N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ((xN)−1) = ξ(x−1N) = ∨{ν(z) | z ∈
∈ x−1N} = ∨{ν(ω−1) | ω−1 ∈ x−1N} = ∨{ν(ω) | ω ∈ xN} = ξ(xN) ∀x ∈
∈ G; ξ(xNyN) = ∨{ν(z)|z ∈ xyN} = ∨{ν(uv) | u ∈ xN, v ∈ yN} > ∨
∨{ν(u) ∧ ν(v) | u ∈ xN, v ∈ yN} = (∨{ν(u) | u ∈ xN}) ∧ (∨{ν(v) | v ∈
∈ yN}) = ξ(xN) ∧ ξ(yN) ∀x, y ∈ G. Ñëåäîâàòåëüíî ξ ∈ F (G/N).

Íå÷¼òêàÿ ïîäãðóïïà ξ, îïðåäåëåííàÿ â òåîðåìå 3.0.34, íàçûâàåòñÿ
íå÷åòêîé ôàêòîð-ãðóïïîé íå÷åòêîé ïîäãðóïïû ν â G ïî íîðìàëüíîé ïîä-
ãðóïïå N , è îáîçíà÷àåòñÿ ν/N .
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