
4 Ãîìîìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû

Îïðåäåëåíèå 4.0.35. Ïóñòü µ, ν ∈ F(G) è µ ⊆ ν. Òîãäà µ íàçûâà-
åòñÿ íîðìàëüíîé íå÷åòêîé ïîäãðóïïîé íå÷åòêîé ïîäãðóïïû ν è çàïèñû-
âàåòñÿ êàê µ ▹ ν, åñëè

µ(xyx−1) ≥ µ(y) ∨ ν(x) ∀x, y ∈ G
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ 4.0.35:
1) åñëè G1 è G2 � ïîäãðóïïû ãðóïïû G, òîãäà G1 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-

íîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1G1
� íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû 1G2
;

2) åñëè ν ∈ NF(G), ν ∈ F(G) è µ ⊆ ν, òîãäà µ íîðìàëüíàÿ íå÷åòêàÿ
ïîäãðóïïà ν;

3) êàæäàÿ íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé íå÷åòêîé ïîä-
ãðóïïîé â ñàìîé ñåáå;

4) µ ∈ FP(G) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé íå÷åòêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ � íîðìàëüíàÿ íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà íå÷åòêîé
ïîäãðóïïû 1G.

Òåîðåìà 4.0.36. Ïóñòü µ, ν ∈ F(G) è µ ⊆ ν. Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) µ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé íå÷åòêîé ïîäãðóïïîé ïîäãðóïïû ν;
2) µ(yx) ≥ µ(xy) ∨ ν(y) ∀x, y ∈ G;
3) µ(e)x ◦ µ ⊇ (µ ◦ µ(e)x) ∩ ν ∀x ∈ G.
Òåîðåìà 4.0.37. Ïóñòü µ, ν ∈ F(G) è µ � íîðìàëüíàÿ íå÷åòêàÿ

ïîäãðóïïà ïîäãðóïïû ν. Òîãäà µ∗ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ν∗ è
µ∗ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ν∗

Òåîðåìà 4.0.38. Ïóñòü µ, ν ∈ F(G) è µ � íîðìàëüíàÿ íå÷åòêàÿ
ïîäãðóïïà ïîäãðóïïû ν. Ïóñòü H � ãðóïïà è f � ãîìîìîðôèçì èç G â
H. Òîãäà f(µ) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíàÿ íå÷åòêîé ïîäãðóïïîé f(v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî f(µ), f(ν) ∈ F(H) è f(µ) ⊆
⊆ f(ν). Òåïåðü (f(µ))(xyx−1) = ∨{µ(z) | z ∈ G, f(z) = xyx−1} ≥ ∨
∨{µ(uvu−1) | u, v ∈ G, f(u) = x, f(v) = y} ≥ ∨{µ(v) ∧ ν(u) | u, v ∈
∈ G, f(u) = x, f(v) = y} = (∨{µ(v) | v ∈ G, f(v) = y}) ∧ (∨{ν(u) | u ∈
∈ G, f(u) = x}) = (f(µ))(y) ∧ (f(ν))(x) ∀x, y ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî, f(µ) �
íîðìàëüíàÿ íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà ïîäãðóïïû f(ν).

Òåîðåìà 4.0.39. Ïóñòü H � ãðóïïà. Ïóñòü µ, ν ∈ F(H) è µ �
íîðìàëüíàÿ íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà ïîäãðóïïû ν. Ïóñòü f � ãîìîìîðôèçì
èç G â H. Òîãäà f−1(µ) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíàÿ íå÷åòêîé ïîäãðóïïîé f−1(v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî f−1(µ), f−1(ν) ∈ F(G). Ýòî
ëåãêî ïîêàçàòü èç f−1(µ) ⊆ f−1(ν). Òåïåðü (f−1(µ))(xyx−1) =
= µ(f(xyx−1)) = µ(f(x)f(y)(f(x))−1) ≥ µ(f(y)) ∧ µ(f(x)) = (f−1(µ))(y) ∧
∧ (f−1(v))(x) ∀x, y ∈ G. Ñëåäîâàòåëüíî, f−1(µ) � íîðìàëüíàÿ íå÷åòêàÿ
ïîäãðóïïà ïîäãðóïïû f−1(ν).

Îïðåäåëåíèå 4.0.40. Ïóñòü G è H � ãðóïïû è ïóñòü µ ∈
∈ F(G), ν ∈ F(H).
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1) ãîìîìîðôèçì f èç G â H íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ãîìîìîðôèçìîì èç

µ â ν, åñëè f(µ) ⊆ ν è îáîçíà÷àåòñÿ êàê µ
f∼ µ èëè µ ∼ µ;

2) èçîìîðôèçì f èç G â H íàçûâàåòñÿ ñëàáûì èçîìîðôèçìîì èç µ

â ν, åñëè f(µ) ⊆ ν è îáîçíà÷àåòñÿ êàê µ
f
≃ µ èëè µ ≃ µ;

3) ãîìîìîðôèçì f èç G â H íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç µ â ν,

åñëè f(µ) = ν è îáîçíà÷àåòñÿ êàê µ
f
≈ µ èëè µ ≈ µ;

4) èçîìîðôèçì f èç G â H íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçì èç µ â ν, åñëè

f(µ) = ν è îáîçíà÷àåòñÿ êàê µ
f∼= µ èëè µ ∼= µ.

Ïóñòü µ, ν ∈ F(G). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé íå÷åò-
êîé ïîäãðóïïîé ïîäãðóïïû ν. Òîãäà ïî òåîðåìå 4.0.37 µ∗ � íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ν∗. Î÷åâèäíî, ÷òî ν|ν∗ � íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà ïîäãðóïïû ν∗. Òàêèì
îáðàçîì, ïî òåîðåìå 3.0.34 ñóùåñòâóåò íå÷åòêàÿ ôàêòîð-ãðóïïà ãðóïïû
ν|ν∗ ïî ïîäãðóïïå µ∗. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì äàííóþ íå÷åòêóþ ôàêòîð-
ãðóïïó ÷åðåç ν/µ è íàçîâåì ôàêòîð-ïîäãðóïïîé ãðóïïû ν ïî ïîäãðóïïå
µ.

Òåîðåìà 4.0.41. Ïóñòü µ, ν ∈ F(G) è µ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
íå÷åòêîé ïîäãðóïïîé ïîäãðóïïû ν. Òîãäà ν|ν∗ ≈ ν/µ.

Òåîðåìà 4.0.42. Ïóñòü ν ∈ F(G). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ãðóïïà è
ξ ∈ F(H) òàêàÿ, ÷òî ν ≈ ξ. Òîãäà ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ íå÷åòêàÿ
ïîäãðóïïà µ ãðóïïû ν òàêàÿ, ÷òî ν/µ ∼= ξ|ξ∗.

Òåîðåìà 4.0.43. Ïóñòü µ ∈ NF(G) è ν ∈ F(G) òàêèå, ÷òî µ(e) =
= ν(e). Òîãäà

ν/(µ ∩ ν) ≃ (µ ◦ ν)/µ
Òåîðåìà 4.0.44. Ïóñòü µ, ν, ξ ∈ F(G) òàêèå, ÷òî µ ⊆ ν è ν ÿâëÿ-

åòñÿ íîðìàëüíîé íå÷åòêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû ξ. Òîãäà
(ξ/µ)/(ν/µ) ∼= ξ/ν
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