
5 Íèëüïîòåíòíûå íå÷åòêèå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 5.0.45. Ïóñòü µ � íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû
G. Òîãäà íîðìàëèçàòîð µ â G åñòü ìíîæåñòâî N(µ) = {x ∈ G | µ(xy) =
= µ(ux) ∀y ∈ G} è µ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé â G, åñëè N(µ) = G.

Îïðåäåëåíèå 5.0.46. Ïóñòü µ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì ïîäìíîæå-
ñòâîì ïîëóãðóïïû G. Ïóñòü Z(µ) = {x ∈ G | µ(xyz) = µ(yxz) ∀y, z ∈
∈ G}. Òîãäà µ íàçûâàþò êîììóòàòèâíîé â G, åñëè Z(µ) = G è Z(µ)
íàçûâàåòñÿ öåíòðàëèçàòîðîì µ â G.

Åñëè G � ïîëóãðóïïà, òî Z(G) îáîçíà÷àåò öåíòð G. Î÷åâèäíî, ÷òî
Z(G) ⊆ Z(µ) ⊆ N(µ)

Ðàññìîòðèì îïðåäåëåíèÿ öåíòðàëüíîãî ðÿäà íå÷åòêîé ïîäãðóïïû è
íèëüïîòåíòíîé íå÷åòêîé ïîäãðóïïû ãðóïïû. Ýòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
îáîáùåíèÿìè öåíòðàëüíîãî ðÿäà ãðóïïû è íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóïïû ãðóï-
ïû ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü µ � íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïóñòü Z0(µ) = {e} è π0 �
íàòóðàëüíûé ãîìîìîðôèçì èç G â G/Z0(µ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z i(µ) îïå-
ðåäåëåíû è Z i(µ) � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G äëÿ i ∈ {0, 1, 2, . . .
. . . , n}. Ïóñòü πi � íàòóðàëüíûé ãîìîìîðôèçì èç G â G/Zi(µ). Îïðåäå-
ëèì Zi+1(µ) = π−1

i (Z(πi(µ))). Òîãäà Z i+1(µ) ⊇ Ker(πi) = Zi(µ) äëÿ i =
= 0, 1, 2, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå 5.0.47. Ïóñòü µ � íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
Òîãäà öåíòðàëüíûé ðÿä µ îïðåäåëÿåòñÿ êàê âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà íîð-
ìàëüíûõ ïîäãðóïï èç G.

Z0(µ) ⊆ Z1(µ) ⊆ . . .
Îïðåäåëåíèå 5.0.48. Íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà µ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ

íèëüïîòåíòíîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî òàêîå,
÷òî Zm(µ) = G.

Ïóñòü G � ãðóïïà ñ åäèíèöåé e è ïóñòü H � ïîäãðóïïó ãðóïïû G.
Ïóñòü Zn(H) = [Zn−1(H), H] ∀n ∈ N , ãäå Z0(H) = H. Òîãäà Zn(H) �
ïîäãðóïïà ãðóïïû G ∀n ∈ N . Ðÿä Z0(H) ⊇ Z1(H) ⊇ . . . ⊇ Zn(H) ⊇ . . .
. . . íàçûâàåòñÿ óáûâàþùèì öåíòðàëüíûì ðÿäîì ïîäãðóïïû H. Ïîäãðóïïà
H íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè Zn(H) = {e} äëÿ íåêîòîðîãî n > 0.
Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè îíà íèëüïîòåíòíà êàê ïîäãðóï-
ïà ñàìîé ñåáÿ.

Òåîðåìà 5.0.49. Ïóñòü H � ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Òîãäà H íèëü-
ïîòåíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íèëüïîòåíòà ïîäãðóïïà 1H .

Ïðèìåð 5.0.50. Ðàññìîòðèì íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð íèëüïîòåíò-
íîé íå÷åòêîé ïîäãðóïïû ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S4 íà {1, 2, 3, 4}. Ïóñòü

D4 = ⟨(24), (1234)⟩ =
= {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (13), (24), (1234), (1432)}

Òîãäà D4 � ïîäãðóïïà Äèýäðà ãðóïïû S4 ñ öåíòðîì C =
= {(1), (13)(24)}. Ïóñòü λ � íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû S4, îïðåäå-
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ëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
λ(x) = 1 åñëè x ∈ C,

λ(x) =
1

2
åñëè x ∈ ⟨(1234)⟩\C,

λ(x) =
1

4
åñëè x ∈ D4\⟨(1234)⟩,

λ(x) = 0 åñëè x ∈ S4\D4.

Î÷åâèäíî, λ � íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû S4. Ñëåäîâàòåëüíî,
íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà Z1(λ) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z1(λ)((1)) = 1, Z1(λ)((13)(24)) =
1

4
,

Z1(λ)(x) = 0 åñëè x ∈ S4\C.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî Z2(λ) = e1. Òàêèì îáðàçîì, λ � íèëüïî-
òåíòíàÿ íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû S4 êëàññà 2.

Ïðèìåð 5.0.51. Ðàññìîòðèì ïðèìåð íîðìàëüíîé íå÷åòêîé ïîä-
ãðóïïû µ ãðóïïû S4, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé. Ïóñòü N =
= {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Òîãäà N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû S4 è N ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé. Ïóñòü µ � íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî
ãðóïïû S4, îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ(x) =
1

2
åñëè x ∈ N,

λ(x) =
1

4
åñëè x ∈ A4\N,

λ(x) = 0 åñëè x ∈ S4\A4.

Î÷åâèäíî, µ � íîðìàëüíàÿ íå÷åòêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû S4. Òåì íå
ìåíåå, ∀n ∈ N , Zn(µ) îïðåäåëåííàÿ êàê Zn(µ)((1)) = 1

2, Zn(µ)(x) = 1
4,

åñëè x ∈ N\{(1)}, è Zn(µ)(x) = 0, åñëè x ∈ S4\N . Òàêèì îáðàçîì, µ íå
ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé ïîäãðóïïîé.
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