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Лекция 1 

Исторический экскурс и введение в нечеткие множества 
 

1.1. Исторический экскурс 
 

История нечетких множеств начинается с 1965 г., когда профессор Заде (Zadeh) из Ка-

лифорнийского университета в Беркли опубликовал основополагающую статью «Fuzzy Sets» 

в журнале «Information and Control». Прилагательное «fuzzy», которое переводится на рус-

ский как «нечеткий», «размытый», «ворсистый», «пушистый», введено в название новой 

теории, чтобы дистанцировать ее от традиционной четкой математики и аристотелевой логи-

ки, оперирующих с четкими понятиями «принадлежит - не принадлежит», «истина - ложь». 

Понятие нечеткого множества - эта попытка формализации лингвистической информации 

для построения математических моделей. В основе этого понятия лежит представление о 

том, что составляющие данное множество элементы, обладающие общим свойством, могут 

обладать им в различной степени и, следовательно, принадлежать к этому множеству с раз-

личной степенью. При таком подходе высказывания типа «такой-то элемент принадлежит 

данному множеству» теряют смысл, поскольку необходимо указать, насколько сильно или с 

какой степенью элемент удовлетворяет свойствам множества. 

Началом практического применения теории нечетких множеств считают 1973 г., когда 

Мамдани (Mamdani) и Ассилиан (Assilian) из Лондонского колледжа Королевы Мэри по-

строили первый нечеткий контроллер для лабораторной модели парового двигателя. Кон-

цепцию первого нечеткого контроллера составляют идеи нечеткого логического вывода и 

нечеткого алгоритма, изложенные Заде в 1973 г. Первый промышленный нечеткий контрол-

лер заработал в конце 1970-х годов в Дании - Холмблад (Holmblad) и Остергард (Ostergaard) 

внедрили нечеткую логику в управление процессом обжига цемента. В 1980-х годах ев-

ропейские и американские инженерные и научные сообщества весьма скептически воспри-

няли новую теорию. Зато на Востоке нечеткая логика пошла «на ура». Для людей, воспитан-

ных на восточной философии, с ее неоднозначными и расплывчатыми категориями, нечеткая 

логика сразу стала своей, родной. 

В Японии первый нечеткий контроллер разработал Сугено (Sugeno) в 1983 г. по заказу 

фирмы Fuji El. для системы очистки воды. Четыре года спустя фирма Hitachi разработала не-

четкую систему управления движением электропоезда в метро г. Сендай. На 1990 г. в Япо-

нии было зарегистрировано 30 патентов, связанных с нечеткой логикой. В начале 1990-х го-

дов японцы поставили нечеткую логику «на конвейер» - началось серийное производство 

бытовых приборов с нечетким управлением: камеры с автоматической фокусировкой 

(Canon), кондиционеры воздуха (Mitsubishi), стиральные машины (Panasonic и Matshushita). 

Тогда же фирмы Honda и Nissan разработали автоматическую трансмиссию с нечетким 

управлением, а фирма Toshiba - нечеткий контроллер лифта. Нечеткая логика становится 

маркетинговым оружием на японском рынке - fuzzy-товары раскупаются быстрее. 

В 1994 г. Коско (Kosko) доказал теорему о нечеткой аппроксимации, согласно которой, 

любая математическая система может быть аппроксимирована системой на нечеткой логике. 

Следовательно, с помощью естественно-языковых высказываний <Если - то>, с последую-

щей их формализацией средствами теории нечетких множеств, можно сколь угодно точно 

отразить произвольную взаимосвязь «входы - выход» без использования сложного аппарата 

дифференциального и интегрального исчислений, традиционно применяемого в управлении 

и идентификации. Практические успехи нечеткого управления получили теоретическое 

обоснование. 

Сегодня нечеткая логика рассматривается как стандартный метод моделирования и 

проектирования. В 1997 г. язык нечеткого управления (Fuzzy Control Language) внесен в Ме-

ждународный стандарт программируемых контроллеров IЕС 1131-7. Системы на нечетких 

множествах разработаны и успешно внедрены в таких областях, как: медицинская диагно-
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стика, техническая диагностика, финансовый менеджмент, управление персоналом, бирже-

вое прогнозирование, распознавание образов, разведка ископаемых, выявление мошенниче-

ства, управление компьютерными сетями, управление технологическими процессами, управ-

ление транспортом, логистика, поиск информации в Интернете, радиосвязь и телевидение. 

Спектр приложений очень широкий - от бытовых видеокамер, пылесосов и стиральных ма-

шин до средств наведения ракет ПВО и управления боевыми вертолетами и самолетами. По-

прежнему лидирует Япония, в которой выпущено свыше 4800 «нечетких» патентов (для 

сравнения, в США их около 1700). Практический опыт разработки систем на нечетких мно-

жествах свидетельствует, что сроки и стоимость их проектирования значительно ниже, чем 

при использовании традиционного математического аппарата, при этом обеспечиваются тре-

буемые уровни качества. Отец нечеткой логики Лотфи Заде как-то по этому поводу заметил, 

что «почти всегда можно сделать такой же самый продукт без нечеткой логики, но с не-

четкой будет быстрее и дешевле». 

 

1.2. Основные термины и определения 
 

Определение 1.2.1. Нечеткое множество (fuzzy set) представляет собой совокуп-

ность элементов произвольной природы, относительно которых нельзя с полной определен-

ностью утверждать — принадлежит ли тот или иной элемент рассматриваемой совокупности 

данному множеству или нет. Другими словами, нечеткое множество отличается от обычного 

множества тем, что для всех или части его элементов не существует однозначного ответа на 

вопрос: "Принадлежит или не принадлежит тот или иной элемент рассматриваемому не-

четкому множеству?" Можно этот вопрос задать и по-другому: "Обладают или нет его эле-

менты некоторым характеристическим свойством, которое может быть использовано для за-

дания этого" нечеткого множества?" 

Для построения нечетких моделей систем само понятие нечеткого множества следует 

определить более строго, чтобы исключить неоднозначность толкования тех или иных его 

свойств. Оказалось, что существуют несколько вариантов формального определения нечет-

кого множества, которые по сути отличаются между собой способом задания характеристи-

ческой функции данных множеств. Среди этих вариантов наиболее естественным и интуи-

тивно понятным является задание области значений подобной функции как интервал дейст-

вительных чисел, заключенных между 0 и 1 (включая и сами эти значения). 

Определение 1.2.2 (Математическое определение нечеткого множества). Формально 

нечеткое множество  определяется как множество упорядоченных пар или кортежей ви-

да:  , где x является элементом некоторого универсального множества или уни-

версума X, а  — функция принадлежности, которая ставит в соответствие каждому из 

элементов  некоторое действительное число из интервала [0,1], т. е. данная функция 

определяется в форме отображения: 

                                                          (1.1) 

При этом значение  для некоторого  означает, что элемент х опреде-

ленно принадлежит нечеткому множеству , а значение  означает, что элемент x 

определенно не принадлежит нечеткому множеству . 

Формально конечное нечеткое множество будем записывать в виде:  

,  

а в общем случае— в виде:  

. 

 

 

 

Кроме принятых нами обозначений конечные нечеткие множества часто записываются 

в форме: 
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,  

,  

или 

 

 

В случае непрерывного множества X используют такое обозначение:  

 

При этом косая и горизонтальная черта служат просто разделителем, а знак "+" обозна-

чает не арифметическую сумму, а теоретико-множественное объединение отдельных 

элементов. Знаки  и означает совокупность пар  

 

Поскольку существующие различия в формах записи не имеют принципиального зна-

чения, в последующем тексте нечеткие множества для удобства будут обозначаться со зна-

ком тильда "~" вверху: . С другой стороны, для записи классических (не нечетких, 

crisp) множеств будут по-прежнему использоваться общепринятые обозначения в форме: А, 

В, С, D. 

Из всех нечетких множеств выделим два частных случая, которые по сути совпадают 

со своими классическими аналогами и используются в дальнейшем при определении других 

нечетких понятий. В теории нечетких множеств сохраняют свой смысл некоторые специаль-

ные классические множества. 

Определение 1.2.3. Так, например, пустое нечеткое множество или множество, кото-

рое не содержит ни одного элемента, по-прежнему обозначается через  и формально опре-

деляется как такое нечеткое множество, функция принадлежности которого тождественно 

равна нулю для всех без исключения элементов: . 

Определение 1.2.4. Что касается другого специального множества, то так называемый 

универсум, обозначаемый через X, уже был использован выше в качестве обычного множе-

ства, содержащего в рамках некоторого контекста все возможные элементы. Формально 

удобно считать, что функция принадлежности универсума как нечеткого множества тожде-

ственно равна единице для всех без исключения элементов: .   

 

 
Как не трудно заметить, рассмотренные понятия пустого множества и универсума, ис-

пользуемые в теории нечетких множеств, по своему содержанию полностью идентичны 

соответствующим понятиям классической теории множеств. Поэтому говоря о них, мы 

не будем использовать определение "нечеткое", поскольку в произвольном контексте 

они всегда являются формально определенными. 

 

Для того чтобы определить конечные и бесконечные нечеткие множества, необходимо 

ввести в рассмотрение одно из основных понятий, которое используется для характеристики 

произвольного нечеткого множества, а именно — понятие носителя нечеткого множества. 

Определение 1.2.5. Носителем нечеткого множества  называется обычное множе-

ство , которое содержит те и только те элементы универсума, для которых значения функ-

ции принадлежности соответствующего нечеткого множества отличны от нуля. Математиче-

ски носитель нечеткого множества определяется следующим условием: 

                                                   (1.2) 



4 

 

 
Иногда носитель нечеткого множества обозначают через supp{ ), где supp — первые 

буквы английского слова support. 

 

Очевидно, пустое нечеткое множество имеет пустой носитель, поскольку  для 

любого его элемента. Для удобства и сокращения записи произвольного нечеткого множест-

ва часто указывают лишь значения его функции принадлежности для элементов носителя, 

неявно предполагая, что все остальные значения функции принадлежности равны нулю. 

В зависимости от количества элементов в нечетком множестве по аналогии с обычны-

ми множествами можно определить конечные и бесконечные нечеткие множества. 

Определение 1.2.6. Нечеткое множество называется конечным, если его носитель явля-

ется конечным множеством. При этом вполне уместно говорить, что такое нечеткое множе-

ство имеет конечную мощность, которая численно равна количеству элементов его носителя 

как обычного множества. В этом случае для обозначения мощности произвольно- 

го нечеткого множества  можно также использовать символ card( ). Удобно считать мощ-

ность пустого множества равной 0. ' 

Определение 1.2.7. Аналогичным образом можно определить и бесконечные нечеткие 

множества как такие нечеткие множества, носитель которых не является конечным множест-

вом. При этом счетным нечетким множеством будем называть нечеткое множество со счет-

ным носителем, т. е. носитель которого имеет счетную мощность N0 в обычном смысле. Не-

счетным нечетким множеством будем называть нечеткое множество с несчетным носите-

лем, т. е. носитель которого имеет несчетную мощность или мощность континуума c  (или N) 

в обычном смысле. 

Очевидно, данное выше определение носителя нечеткого множеств корректно, по-

скольку как для конечных, так и для бесконечных нечетких множеств выражение (1.2) имеет 

смысл. 

Чтобы привести некоторые примеры нечетких множеств и приступить к определению 

их основных свойств, следует рассмотреть основные способы, которыми формально могут 

быть заданы произвольные нечеткие множества. 

Нечеткие множества могут быть заданы двумя основными способами: 

1. В форме списка с явным перечислением всех элементов и соответствующих им зна-

чений функции принадлежности, образующих рассматриваемое нечеткое множество. При 

этом зачастую элементы с нулевыми значениями функции принадлежности просто не указы-

ваются в данном списке. Этот способ подходит для задания нечетких множеств с конечным 

дискретным носителем и небольшим числом элементов. В этом случае нечеткое множество 

удобно записывать в виде: , где n — 

рассматриваемое число элементов нечеткого множества  (его носителя). 

Например, возьмем в качестве универсума Х={1, 2, 3,...} — множество натуральных чи-

сел. Тогда нечеткое множество , представляющее в некотором контексте "небольшое нату-

ральное число", можно задать следующим образом:  = {<1, 1.0>, <2, 1.0>, <3, 0.9>, <4, 0.8>, 

<5, 0.6>, <6, 0.5>, <7, 0.4>, <8, 0.2>, <9, 0.1>}. При этом элементы, для которых , 

отсутствуют в этом списке. 

2. Аналитически в форме математического выражения для соответствующей функции 

принадлежности. Этот способ может быть использован для задания произвольных нечетких 

множеств, как с конечным, так и с бесконечным носителем. В этом случае нечеткое множе-

ство удобно записывать в виде:  или , где  — некоторая 

функция, заданная аналитически в форме математического выражения f(x) или графически в 

форме некоторой кривой.  

Для формальной строгости при задании нечетких множеств необходимо явно указывать 

соответствующий универсум X элементов, из которых формируется то или иное конкретное 

нечеткое множество. В общем случае никаких предположений относительно элементов этого 
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множества не делается. Однако с практической точки зрения целесообразно ограничить уни-

версум элементами рассматриваемой предметной области или решаемой задачи. Поскольку 

при построении нечетких моделей систем используются количественные переменные, то 

наиболее часто в качестве универсума X используется некоторое подмножество действи-

тельных чисел , например, множество неотрицательных действительных чисел  + или на-

туральных чисел . 

 

Рассмотрим некоторые конкретные примеры нечетких множеств. 

Пример 1.1. Предположим, необходимо построить некоторое нечеткое множество, ко-

торое содержательно описывало бы выходные (нерабочие) дни обычной семидневной неде-

ли. В терминологии классических множеств ситуация тривиальная, а именно, дни недели с 

понедельника по пятницу являются рабочими, а суббота и воскресенье —  выходными. Заме-

тим, что речь идет о традиционной календарной неделе, а рабочие дни считаются без учета 

сменности и других особенностей трудозатрат. Таким образом, обычное не нечеткое множе-

ство выходных дней  А состоит из двух элементов: А={суббота, воскресенье}. Эта точка зре-

ния является общепринятой для бухгалтерии при расчете заработной платы сотрудникам. 

Что же касается определения соответствующего нечеткого множества , попытаемся 

субъективно оценить степень нашего эмоционального отношения к различным дням недели, 

рассматривая их с точки зрения выходных и психологии возможного отдыха. Для большин-

ства из нас ситуация уже не будет казаться столь простой, как в предыдущем случае. 

Что касается дней с понедельника по четверг, то отношение к ним как к рабочим дням 

вряд ли изменится. А вот пятница, особенно ее вечер для многих ассоциируется с полноцен-

ным отдыхом и высокой степенью положительных эмоций. Суббота является, безусловно, 

выходным днем, в течение которого могут быть забыты все служебные заботы, особенно в 

субботу вечером, а для многих — и ночью. А вот что касается воскресенья, то ближе к вече-

ру ситуация меняется — нередко на ум приходит мысль: "Завтра нужно рано вставать и 

приступать к работе", и настроение уже нельзя считать столь безоблачным. 

Таким образом, рассматриваемое нечеткое множество , описывающее выходные дни 

недели, может быть задано, например, в виде:  ={<понедельник, 0>, <вторник, 0>, <среда, 

0>, <четверг, 0>, <пятница, 0.5>, <суббота, 1.0>,<воскресенье, 0.8>}. Здесь в качестве уни-

версума выступают все дни недели: Х={понедельник, вторник, среда, четверг, пятница, суб-

бота, воскресенье}, а функция принадлежности задается перечислением своих значений. 

При этом чем ближе ее значение к 1, тем больше соответствует тот или иной день недели на-

шему отношению к нему как к выходному дню. 

Попробуем представить это нечеткое множество графически. Изобразим графически 

функцию принадлежности этого нечеткого множества. Для этого на горизонтальной оси от-

метим отдельные значения элементов универсума (в нашем случае — элементы множества 

X), а на вертикальной оси — значения соответствующей функции принадлежности   

(рис. 1.1). 

 
Рис. 1.1. Графическое представление конечного нечеткого множества ,  

описывающего выходные дни недели, в форме значений функции  

принадлежности этого нечеткого множества 
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Даже этот простой пример показывает, что однозначно определить то или иное нечет-

кое множество не представляется возможным, а иногда — и принципиально невозмож-

ным. Если кто-то решит, что его субъективная оценка выходных дней отличается от 

рассмотренной выше, то он/она будут по-своему правы. Соответственно, в качестве не-

четкого множества  могли бы выступать множества: ={<понедельник, 0>, <вторник, 

0>, <среда, 0>, <четверг, 0.1>, <пятница, 0.6>, <суббота, 1.0>, <воскресенье, 0.7>} 

или ={<понедельник, 0>, <вторник, 0.1>, <среда, 0> <четверг, 0.1>, <пятница, 

0.5>, <суббота, 0.9>, <воскресенье, 0.8>}. Важно представлять себе, что с формальной 

точки зрения все они должны удовлетворять лишь исходному определению нечеткого 

множества в форме (1.1). 

 

Продолжим рассмотрение предыдущего примера с целью его расширения на случай 

бесконечного нечеткого множества. Поскольку наше отношение к выходным дням недели 

может изменяться в течение времени суток, а горизонтальная ось на рис. 1.1 легко преобра-

зуется к непрерывной оси времени, то и соответствующее нечеткое множество  допускает 

естественное обобщение. А именно, каждый из дней недели будем представлять как отдель-

ные сутки с переходом в 0 часов к следующему дню недели. Тогда функция принадлежности 

нечеткого множества  может быть задана аналитически в форме некоторой кривой, которая 

в максимальной степени соответствует нашему эмоциональному отношению к выходным 

дням в течение всех суток. 

Один из возможных вариантов такой функции принадлежности изображен на рис. 1.2, 

на котором горизонтальная ось соответствует посуточному представлению семидневной не-

дели. 

 
Рис. 1.2. Графическое представление бесконечного нечеткого множества , 

описывающего выходные дни недели, в форме кривой его функции принадлежности 

 

Для сравнения рассмотрим представление обычного (не нечеткого) множества выход-

ных дней недели A = {суббота, воскресенье} в форме бесконечного множества. В этом слу-

чае характеристическая функция  данного множества может быть записана в виде ку-

сочно-непрерывной функции, принимающей только два значения — 0 и 1 на множестве зна-

чений универсума X (рис. 1.3). 

 
 

Рис. 1.3. Графическое представление обычного множества выходных дней А 

 в форме значений соответствующей характеристической функции 
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Из рассмотрения данного примера видно, что характеристическую функцию  обыч-

ного множества А в том или ином контексте удобно считать специальным случаем функции 

принадлежности  соответствующего нечеткого множества . Этот факт позволяет рас-

сматривать произвольное нечеткое множество  как обобщение обычного множества А, а 

множество А — как сужение или частный случай соответствующего нечеткого множества . 

 

Пример 1.2. В качестве второго примера рассмотрим типичную бытовую ситуацию, с 

которой сталкиваются многие из нас при попытке дать характеристику температуры того или 

иного напитка. Подобная характеристика обычно основывается исключительно на субъек-

тивных ощущениях, например, горячий кофе или чай, холодный квас или кола. Примени-

тельно к данной ситуации рассмотрим нечеткое множество , которое будет характеризовать 

"горячий кофе". В этом случае в качестве универсума естественно взять шкалу температуры, 

измеренной в градусах Цельсия и заключенной в открытом интервале  (0 °С, 100 °С), т. е. 

Х={х | 0 °С <x< 100 °С}. Выбор этого интервала вполне оправдан с физической точки зрения, 

поскольку именно в этом диапазоне температур кофе потенциально может существовать как 

напиток. Очевидно, что отдельная чашка кофе, скажем x1, с температурой 10 °С не может 

быть признана горячей, поэтому для нее значение функции принадлежности рассматривае-

мому множеству  будет равно нулю, т. е. . С другой стороны, другая чашка кофе 

x2 с температурой 90 °С вполне может быть признана горячей, поэтому для нее значение 

функции принадлежности рассматриваемому множеству  будет равно 1, т. е. . 

Что касается значений температур, заключенных между этими крайними значениями, 

то ситуация представляется уже не столь однозначной. Более того, она по своей сути являет-

ся исключительно субъективной и неопределенной, поскольку чашка кофе с температурой 

55 °С для одного индивидуума может оказаться горячей, а для другого — не слишком горя-

чей. Именно в этом и проявляется нечеткость задания соответствующего множества. Тем не 

менее, мы можем быть вполне уверены в общем виде функции принадлежности, а именно — 

в том, что соответствующая функция принадлежности является монотонно возрастающей 

(или более строго — монотонно неубывающей). 

Таким образом, в качестве множества , описывающего горячий кофе, 

можно рассматривать, например, такое нечеткое множество, для которого функция принад-

лежности имеет следующий вид (см. рис. 1.4, а и/или 1.4, б). 

 

 
Рис. 1.4. Графики вариантов функций принадлежности для нечеткого множества , 
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описывающего "горячий кофе" 

 
Рассмотренный пример допускает обобщение на другие ситуации, связанные с пред-

ставлением аналогичной нечеткой информации. В частности, целый ряд свойств техни-

ческих устройств, бытовых приборов и социальных явлений могут инициировать по-

хожие нечеткие множества. Например, такие фразы, как "скоростной автомобиль", 

"высокооплачиваемая работа", "благоустроенная квартира", "щедрые чаевые", "пре-

стижный район", "вкусный ужин" порождают нечеткие множества, аналогичные рас-

смотренному в примере 1.2. При этом общий вид функций принадлежности таких мно-

жеств будет подобен изображенным на рис. 1.4, а, б. 

 

Пример 1.3. Следующий пример связан с распознаванием букв некоторого алфавита и 

десятичных цифр, что является весьма актуальной задачей при сканировании текстовых до-

кументов. Предположим, имеется некоторое графическое изображение, на котором пред-

ставлены некоторые буква и цифра (рис. 1.5). 

 
 

Рис. 1.5. Графическое изображение некоторой буквы (а) 

 и некоторой десятичной цифры (б) 

 

Первое изображение порождает на множестве всех прописных букв (например, русско-

го) алфавита X={А, Б, В,..., Я} некоторое конечное нечеткое множество ={<А, >, <Б, 

>,..., <Я, >}. Это нечеткое множество содержательно описывает соответствие 

изображения, представленного на рис. 1.5, а, той или иной букве русского алфавита. Таким 

множеством может быть, например следующее нечеткое множество: ={<А, 0>, <Б, 0>,...,<И, 

1.0>, <Й, 0.9>, <К,0.4>, <Л,0>, <М, 1.0>, <Н, 1.0>, <О, 0>,...,<Х, 0.3>,...,<Я,0>}. Пропущен-

ные элементы соответствуют нулевым значениям функции принадлежности для остальных 

букв алфавита. 

Второе изображение порождает на множестве всех десятичных цифр Х={0, 1, 2, 3, 4, 5, 

6, 7, 8, 9} конечное нечеткое множество ={<0, >, <1,  (1)>,..., <9,  (9)>}. Это не-

четкое множество содержательно описывает соответствие изображения, представленного на 

рис. 1.5, б, той или иной десятичной цифре. В частном случае таким нечетким множеством 

может быть, например, следующее: ={<0,0.8>,<1,0>, <2,0>, <3,0.9>, <4,0>, <5, 0.2>, <6, 

1.0>, <7, 0>, <8, 1.0>, <9, 0.9>}. Здесь указаны все значения функции принадлежности для 

элементов универсума. 

 

 
Рассмотренные выше примеры иллюстрируют характерные аспекты неопределенности, 

которые встречаются в практике нечеткого моделирования. Во-первых, каждое из не-

четких множеств допускает в общем случае неоднозначное представление, что отража-

ет субъективную точку зрения на моделирование соответствующих практических си-

туаций. Другими словами, если кто-то не согласен с конкретным вариантом задания 

нечетких множеств ,  и , то он/она могут предложить свои варианты значений 

функций принадлежности. И формально все будут по-своему правы, поскольку адек-

ватность этих представлений обуславливается их последующим практическим исполь-
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зованием для решения той или иной задачи. Во-вторых, эти примеры хорошо иллюст-

рируют концептуальное различие между теорией нечетких множеств и теорией вероят-

ностей, поскольку рассмотренные варианты неопределенности имеют не стохастиче-

ский характер. И, наконец, в-третьих, выбор аналитической функции или вида кривой 

для той или иной функции принадлежности с целью задания соответствующего нечет-

кого множества зачастую определяется соображениями удобства и простоты. 

 

К рассмотрению основных характеристик нечетких множеств, которые используются 

для их более детального описания и систематического изучения, перейдем на следующей 

лекции. 
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